Vecteurs.nb

Collége du Sud
1-ére année

Mathématiques

Vecteurs
Edition 2003/2004 - DELM

m Supportsde cours de mathématiques de degr é secondaire |1, lien hypertexte versla page mére

http://www.del eze.name/marcel/sec2/index.html

81 Notion de vecteur

81.1 L'exempledu vecteur vitesse

m Grandeursscalaires

En sciences naturelles, certaines grandeurs comme
- levolumed'uncorpsV = 1.3m°;
- latempérature d'un corps ® = 4.5°C;
- lamasse volumique d'un corps p = 8200 :]3—9;
- l'dtituded'unlieuh = 975m;
- lapression d'un fluide en un point p = 1030 hPg;
sont représentées par un nombre réel. De telles grandeurs sont appel ées scalaires.

m Grandeursvectorielles

Par contre, I'information

j'exerce uneforcede F = 1 Nsur un plumier de masse m = 0.1 kgposé sur un bureau"

est insuffisante pour repésenter la situation si on n'indique pas la direction et le sens de cette force. De méme,

I'information
Mu
S

ne permet pas de se représenter le mouvement de la balle sur latable car elle n'indique ni la direction ni le sens du
mouvement.

"laballe debillard se déplace alavitessev = 3

Certaines grandeurs physiques ne se laissent donc pas réduire a un seul nombre. Des grandeurs comme la force ou la
vitesse sont appel ées vecteurs et sont représentées par des fléches.

m Egalité de deux vecteurs

Sur unetable de billard, considérons deux balles en mouvement rectiligne uniforme et posons-nous la question:
"a quelles conditions les deux balles ont-ellesla méme vitesse ?"
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m Premierecaractérisation d'un vecteur

Les deux vitesses sont égales si et seulement si lestrois conditions suivantes sont vérifiées:
- les deux fleches ont laméme dir ection;
- les deux fleches ont le méme sens et
- les deux fleches ont laméme nor me (longueur de la fléche).

Onnote aors

—
:V2

=l

Ainsi, on peut représenter un vecteur par une famille de fléches équivalentes (le terme exact est "équipollentes")

Chaque fléche est un représentant du vecteur.

Pratiquement, retenons larégle suivante:
Un vecteur étant représenté par une fléche, toute trandlation de cette fléche représente |le méme vecteur.

Lanorme du vecteur v est notée avec des doubles barres verticales:

e - m
nvou, parexemple 1 v =3 —
s
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81.2 Vecteurset trandations

m Trandgations

On appelle transformation du_plan une opération qui, & chaque point A, B, C, ... du plan, fait correspondre un et un seul
point P, Q, R, ... ; ondit alors que

P est I'imagede A par latransformation;

Q est I'image de B par la transformation;

R est I'image de C par latransformation; etc.
Une telle transformation est appelée trandation si, pour n‘importe quels points A, B et leurs images respectives P, Q, le
quadrilatere APQB est un parallélogramme;

Deux points rangés dans un ordre donné comme (A, P) est appelé un bipoint.
Un bipoint (A, P) définit une trandation notée Tap.

A
C

L'imagede C par latranslation Tap est R; I'image de C par latranslation Tgq est aussi R; etc.
Il sSensuit que lestrandations Tap, Teg €t Tcr sont identiques.

A latrandation Tap correspondent une infinité de bipoints (A, P), (B, Q), (C, R), ... qu'on dit étre "équivalents' (le
terme exact est "équipollents").

—

A chaque trandation Tap correspond un et un seul vecteur noté A P.

Nous disons que les vecteurs AP, BQ et CR sont égaux et nous notons
AP - BQ= CR

Chague bipoint (A, P), (B, Q), (C, R) est un représentant du méme vecteur TP

AP désigne le vecteur dont un représentant ale point A comme origine et le point P comme extrémité.

Réciproguement, & chague vecteur A P correspond une et une seule trandation Tap.
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Deuxiéme car actérisation d'un vecteur

Le vecteur HD) est I'ensemble des bipoints (B, Q) qui sont équivalents au bipoint (A, P).

Pratiquement, retenons laregle suivante:

Deux vecteurs AP, BQ sont égaux si et seulement si le quadrilatere APQB est un paralldogramme.

82  Opérations sur les vecteurs

8§ 2.1 Somme de vecteurs

m Relation de Chasles

Si on applique successivement d'abord latranslation Tag puislatransation Tgc,

En notation vectorielle, nous disons que la somme des vecteurs AB et BC est AC et nous notons
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(Relationde Chasles)

Pratiquement, retenons le principe:
Pour additionner deux vecteurs, on choisit des représentants qu'on met bout a bout.

= Vecteur nul et opposé d'un vecteur

Appliguonslaregle de Chasles au cas particulier C = A
AB + BA = AA

Levecteur AA est appel é vecteur nul, et on note

AR-BB=-CC= ... =0
Puisquel'ona
AB+BA-0

—

on dit que les vecteurs AB et BA sont opposés. Le vecteur BA est appel é opposé du vecteur AB et on note

—

BA- - AB
m Propriétésdel'addition

1 L'addition est associative: pour tous les vecteurs G, \7, wdu plan (ou de I'espace), on a
(Gﬁ) FW=U+ (\7+\7v)
Pour montrer cette premiére propriété, choisissons un représentant de chague vecteur, de telle maniére
gu'on puisse les mettre bout a bout:

S5 =

U=AB, V-=-BC w=0CD
D'une part, selon larelation de Chasles,

=

(G+\7) FW= (TB+R3) +C4)D:A4C)+CD:AD

D'autre part,
a+(G+W):TB+<EC)+€D):TB+§):TD |
2. L 'addition possede un é ément neutre: pour tout vecteur udu plan (ou de I'espace), on a

- 2 2 -
u+0=0+u=u

L'dément neutre pour |'addition est appelé vecteur nul et noté 0. Le vecteur nul est représenté par un point:
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—
u

3. Tout vecteur possede un opposé: pour tout vecteur udu plan (ou de I'espace), il existe un vecteur (— ) tel que

o (-] - (-d) +i-0

Lorsgu'ils sont non nuls, deux vecteurs opposés sont représentés par des fléches de méme direction mais
de sens opposés:

4, L'additon est commutative: pour tous vecteursa, v du plan (ou de I'espace), on a
U+V =V+U
I1lustrons graphiquement cette derniére propriété. Pour chaque vecteur, choisissons un représentant:

—

u = B; \7:@

—_— = —

Ainsi, d'unepart, U+V = AB+BC = AC

D'autre part, pour additionner
V +U=BC+AB
choisissons des représentants que I'on peut mettre bout a bout; construisonsle point D tel que

— =

u=AB-=CD

c'est-a-dire D est un sommet du parallélogramme ABDC . Ainsi

—

+U = C+€D:ﬁ3

<l
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Puisque AC = BD, il sensuit finalement que
G + \7 = \7 + Cl |

§ 2.2 Différence de deux vecteurs

Définition
Pour soustraire deux vecteurs, on gjoute au premier I'opposé du deuxiéme:

- - - -
u—v:u+(—v)

Avec des représentants,

A

— —

Kﬁ-ﬂé:ﬂ§+(-ﬂé):AB+EK:EZ+AB:E§

§ 2.3 Multiplication d'un vecteur par un nombre

= Multiplication d'un vecteur par un entier relatif

L es notations suivantes sintrodui sent naturellement:

U+U=20 ; U+u+Uu=3U; etc.
Ou=0: distinguezlenombre O duvecteur 0
1U-=u;

(-1) u=-u (vecteur opposé)
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En particulier, on remarquera que
U, 3U et —2 U ont laméme direction;
Uet 3U ont le méme sens;
U et —2 U sont de sens OppOSEs;

||36||=3||G||maisn—26||=2||G||= =21 ||G||.

= Multiplication d'un vecteur par un scalaire, définitions et propriétés

Soit k un nombre réel et U un vecteur. Le produit k U est défini comme suit:

a) s kest nul ousiﬁestnul,alorsleproduitkaestnul :
05:6; k6:6;

b) si k est non nul et U est non nul, alors le produit k U est défini comme sit:
1) U etku ontlamémedi rection;
2) s kestposjtif,alorsﬁetkaontlemémesens;
S k est négatif, alors U et k U sont de sens contraires;

3) lanorme dek U est égale alavaleur absolue de k multipliée par lanorme de u:

pkuin =1 kioonudo

k, r étant des nombresréels et U, v des vecteursdu plan ou de |'espace, on ales propriétés suivantes

= Multiplication d'un vecteur par un nombrerationnel, construction

En géométrie euclidienne, "construire” signifie"construireavec larégle et le compas”. A ces deux instruments, on peut
gjouter I'équerre (il sagit d'un mot féminin; on dit une équerre).

>
u.

a1l

Etant donné le vecteur u, soit par exemple a construire le vecteur —

L e cas échéant, la premiére étape consiste d extraire les entiers:

796: (-1) (8) U= (-1) (1+3 u=(-1) (G+36
5 5 5 5
ce qui hous donne le programme de travail suivant:
1 congtruire le vecteur g u;
2. au résultat précédent, ajouter le vecteur u;

3. prendre I'opposé du résultat précédent.
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. - e 7 \ Y . - ~ o by .
Pour construire g u, on utilise le théoreme de Thalés ou, ce qui revient au méme, on considére des triangles

semblables:

1

2
3.
4

apartir del'origine A du vecteur U= AB, on trace une droite auxiliaire Ah;
sur Ah, avec le compas, on reporte 5 fois la méme distance; on numérote les graduationsde 1 a5;

on reliela5-éme graduation et I'extrémité B du vecteur u par une droite;
par la 3-éme graduation, on trace une paralléle ala droite précédente;

ladroite coupe AB en un point X qui est I'extrémité du vecteur cherché % U=AX.

Il ne reste plus qu'aterminer la construction selon le plan de travail:

Soit D le point tel que DA = u. Alors

DX=DA+AX =+

N
u

N
u =

o w
U1 o
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Finalement,

—

U= XD

u1] ©

. . . - . , 1 . .
= Multiplication d'un vecteur u par laracine carréed'un entier, construction

Nous nous contentons de donner ici une méthode qui convient dans certaines situations simples.

Par exemple, un vecteur U = AB éant donné, construire V5 u.

1 Décomposer le nombre entier 5 en une somme de carrés
2
5-44+1-22412- (\/5 )

L'idée générale est la suivante: en prenant lalongueur de U comme unité, construire un triangle rectangle
dont les cathétes mesurent 2 et 1; ainsi I'hypoténuse mesurera V'5 .

2. ConstruireC tel que AC =2 u.

Perpendiculairement ala droite AB en C, construire D tel que 1 CD 1=11 AB .
Au moyen du théoréme de Pythagore AC? + CD? = AD?, on a construit lalongueur

—> - 2 - 2 -
nAD 1 = \/ (2 nu H) + (1 nu H) = V5 nuu (voirfigure).
3. Levecteur AD alabonne longueur mais pas la bonne direction car

—

le vecteur V5 U doit avoir laméme direction quea =AB.

En reportant avec le compas 1 AD 1= 1 AX 1 sur le support de AB, on obtient le résultat final
V5 U = AX
D
X
C
B
A

Remarques
1 Dans d'autres situations, on peut étre amené a considérer plusieurstrianglesrectangles et

autiliser le théoréme de Pythagore & plusieurs reprises.
2. Dans certains cas, au lieu d'utiliser le théoréme de Pythagore, il est avantageux de faire appel

au théoréme de la hauteur.
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83 Bases

§3.1 Vecteursliés (2D ou 3D)

m Combinaisonslinéaires

- . . e, - Lo - L, -
a est une combinaison linéaire du vecteur u si et seulement si a = r u pour un nombreréel r. Par exemple, a = —

[ATEN
cl

On dit aussi que§ est un multiple de u.

d . . . , . - - . — - d ,
a est une combinaison linéaire des vecteurs u et v s et seulement si a =r u+ sv pour des nombres réelsr, s. Par

- - 1=
exemple, a=3u+ 35V

Lefigure précédente doit &tre lue et interprétée comme suit:

- . . L. - - - ., B - - - ,
a est une combinaison linéaire desvecteurs u, v et w si et seulementsi a =r u+ sv +tw pour des nombresréelsr, s, t.

- - 1 -
Par exemple,a=3u+ 5 v—-2w.



Vecteurs.nb

12

Famille de deux vecteursliés, famille de deux vecteurslibres
Exemple

. . - . .
Danslafigure ci-dessous, les vecteurs u, v satisfont aux relations

- 29 - 39
V=-—1U ou u=-—-V
3 2

tandisqueles vecteurs U et w ont des directions différentes:

Définitions
4 - . s - . 1 . . . - o 1 y ~ - 'H
Deux vecteurs u, v sont liés si et seulement si I'un (au moins) est une combinaison linéaire de I'autre, c'est-adire sil
existe un nombrer ou un nombre stel que
= - - -
v=ru ou Uu=sv

Aulieu deliés, on dit aussi colinéaires ou linéairement dépendants.

Deux vecteurs qui ne sont pas liés sont appel és libres ou linéairement indépendants.

Criteres

Si I'un des deux vecteurs est nul, les deux vecteurs sont liés.
Si les deux vecteurs sont non nuls, alors

silsont lamémedirection, ils sont liés;

silsont des directions différentes, ils sont libres.

m Famille detroisvecteursliés, famille detrois vecteurslibres
Exemple

Dans lafigure ci-dessous, qui est une vue en perspective de |'espace de dimension 3, les vecteurs a, V, w satisfont la
relation

- - -
w=3U + —V

N|

tandis que a est un vecteur dont ladirection "sort" du plan dans lequel se trouvent U, Vet w.
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Lafigure précédente doit étre lue et interprétée comme suit:

Définitions

- - - i .- s . - 1 - . B . o
Trois vecteurs u, v, w sont liés si et seulement si I'un (au moins) est une combinaison linéaire des deux autres, par
exemple sil existe deux nombresréelsr, stelsque
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- - -
W=ru+SsSyVv

Aulieu deliés, on dit aussi coplanaires ou linéairement dépendants.

. e .
Par exemple, danslafigure, les vecteurs {u, v, w} sont coplanaires.

Trois vecteurs qui ne sont pas liés sont appel és libres ou linéairement indépendants.

Par exemple, danslafigure, les vecteurs {G, 7/, 5} sont libres.
Critéres

Si I'un des trois vecteursest nul, lestrois vecteurs sont liés.

Si deux des trois vecteurs sont liés, lestrois vecteurs sont liés.

Si lestrois vecteurs sont dans un méme plan, ils sont coplanaires, donc ils sont liés.

Sil n'existe pas de plan contenant un représentant de chaque vecteur, lestrois vecteurs sont libres.

m Droitevectorielle, plan vectoriel

Un vecteur U non_nul étant donné, I'ensemble des combinaisons linéaires de U est appelé droite vectorielle engendrée

par u. Ladroite vectorielle est un espace vectoriel de dimension 1.

Deux vecteurs libres U, v étant donnés, I'ensemble des combinaisons linéaires de u, v est appelé plan vectoriel engendré

par U, v.Le plan vectoriel est un espace vectoriel de dimension 2.

8§ 3.2 Bases et vecteurs-colonnes

m Base 2D

Dans le plan vectoriel, choisir une base consiste a choisir deux vecteurs qui permettent de représenter tous les vecteurs
sous la forme d'une combinaison linéaire, et ce d'une maniére unigue. Plus précisément, deux vecteurs rangés dans un

- -

ordre donné ( i, j) forment une base du plan vectoriel si et seulement si

1° tout vecteur v du plan vectoriel peut étre écrit sous laforme d'une combinaison linéaire de ( i, j)

V=Xi+ Y et
2° toute combinaison linéaire de(i, j) est unigue

- - - -

X1l +Y1] =Xz21 +Y2] = (Xp =Xo et y;=Y>)

Il est alors d'usage d'écrire les vecteurs du plan sous la forme de vecteurs-colonnes

- - - . - X
V=XI +Y] senoteaussl V = y

) parrapportalabase(f, r)

PN ya - PN ya) 4
x est la premiére composante numérique du vecteur v; y est la deuxiéme composante numérique du vecteur v.

- - N 3 - g
Parexemple,labase(i, j)étantfixée,v:(l]repréeentelevectwrv=3i +%
2

j



Vecteurs.nb 15

La premiére composante de v vaut 3; ladeuxiéme composante de v vaut % .
Remarquez que la base est une liste ordonnée de deux vecteurs!
De ladéfinition de la base, il sensuitimmédiatement que

deux vecteurs-colonnes sont égaux si et seulement si
les premi éres composantes sont égal es entre elles et | es deuxieémes composantes sont égales entre elles:

X1 = X2 X1 =X et =
TR = o eviow

On peut aussi caractériser une base du plan vectoriel comme suit:

s deux vecteurs( i, j) sont libres, alorsilsforment une base du plan vectoriel.

m Somme de vecteur s-colonnes 2D

(Xl) (Xz) (x r ﬁ) (x r 7)) (X1 + X )f g (X1+Xz)
+ = + + + = + + + =
Vi Vs 1 %8 1 Y1) 1+ X2 (Y1 +Y2) ] Vi +Ys

o)) = Ly vy
+ =

Y1 Y2 Y1+Yo2
En moats: pour additionner deux vecteurs-colonnes, on additionne les premiéres composantes entre elles et les deuxiemes
composantes entre elles. Par exemple,

7 ) = 2 - )
7 -11) " \7+ (-11))  \-4
= Multiplication d'un vecteur-colonne 2D par un scalaire

r (;) =r (xiﬁ+yjﬁ) = (rx)iﬁ+(ry>jﬁ = (I’X)

ry
) ley)
r =
y ry
En mots: pour multiplier un vecteur-colonne par un nombre réel, on multiplie chague composante par le nombre. Par
exemple,

(711 s

m Différence de deux vecteur s-colonnes 2D

Il suffit d'enchainer les deux regles précédentes:

oy o R 5 o i oy o
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el byl = lvi )
Y1 Y2 \Yy1-Y2
En mots: pour soustraire deux vecteurs-colonnes, on soustrait les premiéres composantes entre elles et les deuxiémes
composantes entre elles. Par exemple,

o) ()= 7 70 | = )

m Base 3D

Dans |'espace vectoriel de dimension 3, choisir une base consiste a choisir trois vecteurs qui permettent de représenter
tous les vecteurs sous la forme d'une combinaison linéaire, et ce d'une maniére unique. Plus précisément, trois vecteurs

(i v s k) forment une base des vecteurs de I'espace s et seulement si

1° tout vecteur v peut étre écrit sous laforme d'une combinaison linéaire de ( i, J, k)

- -
|

\7:x'+yj+zlz et

- o

2° toute combinaison linéaire de(i v s k) est unigue

- - - - -

X1i +y1j +2Z1Kk=Xoi0 +y2j +22K = (X1 =Xz, Y1=Y2 €l Z1=23)

Il est alors d'usage d'écrire les vecteurs du plan sous la forme de vecteurs-colonnes

X
V=Xi+yj +zk senoteauss vV =|y| parapportalabase (i, i, k)
z

X est la premiére composante du vecteur 7/; y est la deuxiéme composante du vecteur \7; Z est la troisiéme composante

5
du vecteur v.

- o -

Parexemple,labase(i, i k) étantfixée,\7= représentelevecteur3=3i +

Alw NIFE W
NI
—-1
+
Mlw
1l
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PN - PN - P -
La premiére composante de v vaut 3; la deuxiéme composante de v vaut %; |atroisiéme composante de v vaut %.

Remarquez que la base est une liste ordonnée de trois vecteurs!

Deladéfinition de labase, il sensuitimmédiatement que
deux vecteurs-colonnes sont égaux si et seulement si les premiéres composantes sont égales entre elles,
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les deuxiémes composantes sont égal es entre elles et | es troisiemes composantes sont égales entre elles:

X1 X2
Yi| =1]Y2 = (X1 =Xz, Y1=Y2 et zj3=2)
Z1 Z2

On peut aussi caractériser une base de I'espace vectoriel de dimension 3 comme suit:

s troisvecteurs(i v s k) sont libres, alorsils forment une base des vecteurs de I'espace.

m Opérations avec les vecteur s-colonnes 3D

Lesregles de calcul sont semblables a celles de la dimension deux:

X1 X2 X1 + X2
Yi| + |Y2| = |Y1+Y2
Zq Zo Z1 +2Z>
X r x
riyy|=(ry
z rz
X1 X2 X1 - X2
Yi| - |Y2| = |Y1-Y2
Z; Zy Z) -2

§ 3.3 Déterminants (2D)

= | ntroduction

Ladéfinition générale "deux vecteurssont liéssi ..." du § 3.1 fait intervenir une inconnue que nous avons désignée par
r ou s. On aimerait maintenant disposer d'un critére dans lequel n'apparaisse aucune de ces inconnues. Un tel critére
permettra de ssimplifier larésolution de certains problémes.

Considérons e cas suivant:
pour deux vecteurs du plan, le premier vecteur est une combinaison linéaire du deuxiéme

- X - X BN N
u:(l), v:(z), u=sv
Y1 Y2
Nous allons montrer que la quantité suivante x; y» — y; X est nulle. En effet,
X X
B = (i =
Y1 ) Y1 =SY2

X1Y2-Y1X2=(SX2)Y2-(SY2) X2=SXoY2-5SX2Y,=0

Réciproguement, considérons deux vecteurs pour lesquels la quantité x; Y, — Y1 Xest nulle. Montrons que, dans le cas
ou X, # 0, les deux vecteurs sont liés:

X1Y2 X1 . , X1
X1Y2-Y1X2=0 = yi1 = — = % Yy> = Sy, 0UNoOUSavonsposé s:x
2 2 2
X1 Xy X1y
X1\ X R 2 _[S X2 s X2
yi) [ XYz Xy Asyy) T Y2
. 2
X2 X2

En considérant encore les autres cas, on peut achever la démonstration de la proposition suivante:

(Xl), (Xz) sontliés = lez—y1X2:0
Y1 Y2
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Nous allons maintenant exprimer cette proposition au moyen de la définition et du critére qui suivent.

m Définition du déter minant

-2 2 - X
Soit(i, j)unebaseduplanvectorieletu:( !

Y1 Y2

Laquantité suivante est appel ée déterminant des deux vecteurs et on utilise les notati ons suivantes

- - X1 X2
det (u, v| = = X -y1 X
( ) Vi Vo 1Y2-Y1 X2

m Critéerededépendancelinéaire

Proposition:

U, v sontliés det (U, v} -0
Conséquence:

u, v sontlibres det (G, \7) +0

m Exemple d'application

L es vecteurs suivants sont-ilslibresou liés

5/ (5ol

S (%
), V= ( 2) deux vecteurs exprimés dans cette base.

Une figure nous permet seulement de dire que ces deux vecteurs sont approximativement liés, mais pas de savoir sils

sont vraiment liés. Seul un calcul permet de trancher:

6 23 6 23
det ((13)’ (50))‘ ‘13 co | = 6-90-13-23 -1

Laconclusion est que les deux vecteurs sont libres!

m Remarquefinale

La théorie des déterminants qui préceéde n'est valable qu'en dimension 2. Pour des vecteurs de dimension 3, il faut

utiliser les critéres exposés dansle § 3.1.
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8§ 3.4 Vecteurs orthogonaux (2D)

= Vecteursorthogonaux
Deux vecteurs non nuls U, v sont orthogonaux s et seulement si leurs directions sont perpendiculaires. On note alors
u-Lv.

On convient de plus que le vecteur nul est orthogonal atout vecteur: 0 L V.

= Base orthonormée 2D
Une base ( i, j) est orthonormée si et seulement si les vecteurs de base sont orthogonalix et sont de norme 1, c'est-a-dire

- - -

iLj, i =1 et \|r\|:l.

J

Lareprésentation usuelle d'une base orthonormée est |a suivante; pour I'exemple, on aprislevecteurv=3 i + % j

m Calcul delanormed'un vecteur

> o S (X
Par rapport a une base orthonormée ( i, ] ) on donne le vecteur v = ( y)' Comment calculer la norme du vecteur ?

v o

Calculonsd'abord les longueurs des cathétes:

- -

X d o= X owdion =0 X ou 1 xi désignelavaleurabsoluede x;

I yf|| =1 Yo r\| =1 Y ou 1y désignelavaleurabsoluedey.

Lanorme du vecteur correspond a I'hypoténuse du triangle rectangle. Selon le théoréme de Pythagore,
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<l

I :\/(| X|)2+(\ y o )2 :\/X2+y2

2

+y

= Rotation d'un quart detour dansle sensdirect

Dans une base orthonormée, nous aimerionsfaire tourner le vecteur suivant

- rd 5
v-oh- (]

de 90° dans le sens direct autour du point O. En mathématiques, le "sens direct” désigne le sensinverse des aiguillesde
lamontre.

5 -3 5
L'image de( 3) par la rotation d'un quart de tour est ( 5 ) ce gue nous notons R( 3) = ( 5

). Plus généralement,

a
b

(o] - (4]

m Critéered'orthogonalité

, . , -b
I'image du vecteur ( ) par larotation d'un quart de tour dans le sensdirect est ( a ) ce gue nous notons

-17 2
Par rapport a une base orthonormée, considérons maintenant deux vecteurs( 3 ) ( 1 2) et posons-nous la question :

sont-ils orthogonaux ? Une figure nous permet seulement de voir qu'ils sont approximativement orthogonaix mais pas
de vair silssont vraiment orthogonaux:
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3.0

T T T T T T T T

T T T

-

T T T

1.0

T

T T T

T
N

0.5 1.2

T T T

co b e by by N by e b e by |

-1.5 -1.0 -0.5 ¢ 0.5 1.0 1.5 2.0

2
) d'un quart de

Il nous faudrait disposer d'un critére algébrique. Une idée est la suivante: faisons tourner le vecteur ( 12

-17 2
tour puis déterminonssi les vecteurs ( 3 ) et R( 1 2) sont liés:

3.0
-1.7 r
(3 ) i
2.5}
2.0
150
R(° I
‘1.2 i
1.0+
i 2
: 2]
0.5
11111111111111111k11111111111111111111
-1.5  -1.0 -0.5 d 0.5 1.0 1.5 2.0
-1.7 2
det (75 7] R(15)) -
-1.7 -1.2 -1.7 -1.2
det (( ; ) ( ; )):‘ 5 ‘:71.7.273<71.2>:o.2

En conclusion, les deux vecteurs donnés ne sont pas orthogonaux.

Généralisons laméthode

AR AR (o Rt TR
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et ([y2) Rlya) |-

X1 -Yy2 X1 -Yo
det , _ _ o
© ((yl) ( X ) ) Vi Xp ‘ X1X2-Y1 (-Y2) = X1 X2 +Y1Y2

Par rapport a une bas orthonormée, le critére d'orthogonalité est

X X
el s ba] = axaryiva <o

§ 3.5 Bases orthonormées 3D

- o o

Une base ( i, J, k) est orthonormée si et seulement si les vecteurs de base sont orthogonaux et sont de norme 1, c'est-&
dire

- - - -

i.j, iLIz, j;E, I\i_>l\:1, Hjﬁnzl et nkno=1.

La représentation usuelle d'une base orthonormée est la suivante; pour I'exemple, on a pris le vecteur

- - - -
21703
v=3i+3j+3Kk

§4  Repéreset coordonnées

Nous faisons une nette distinction entre vecteurs et points:

Un vecteur est exprime en conposantes |Un point est exprinme en coordonnées
par rapport a une base. par rapport a un repeére.

Nous allons aussi calculer les composantes d'un vecteur a partir des coordonnées de deux points.
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84.1 Pointsdu plan

= Repéredu plan ponctuel

L'ensemble des points du plan est appel é plan ponctuel ou, plus simplement, plan.
Un repére est uneliste (O, T T) danslaguelle
O est un point dénommé origine du repére et

(T _f) est une base du plan vectoriel.

= Coordonnéesd'un point

Soit P un point du plan. On dit que le point P ales coordonnées (X, y) par rapport au repéere (O, i, j) sSi et seulement si

—_— X - =
le vecteur OP alescomposantes(y) par rapport alabase(i , j).

On note
1 — 3
P (3; —J car oP = [ 1 }
2 2
Plus généralement,
P (x; y) danslerepere (O, F f) = oP - x F +y jﬁ
x est appel é abscisse du point P;
y est appel é ordonnée du point P;

(%, y) sont les coordonnées de P.

m Vecteur défini par un représentant
Deux points éant donnés par |eurs coordonnées,
A (X1; Y1), B (x2; Yy2)

quelles sont les composantes du vecteur AB ?

AB-AQ+OB-0B+AQ-B- A - (XZ) - (Xl) - (XZ‘Xl)
Y2 Y1 Y2 -Y1

TB: (XZ—Xl)
Y2 -Y1




Vecteurs.nb

25

Par exemple, pour A(2, g) B(3, %) ,ona

Yif— = — — — — —
A
]
Yor————>—————— — — — — —
i\r
—> 3—2 1 - -
B—(l 3] (1)=|—l
2 2 B

qu'on peut interpréter géométriquement comme suit

1.5} A

1.0l

§ 4.2 Pointsdel'espace

= Reperedel'espace ponctuel

L'ensemble des points de I'espace est appel € espace ponctuel ou, plus simplement, espace.
Un repére est uneliste (O, T T E) danslaguelle
O est un point dénommé origine du repére et

(T T E) est une base des vecteurs de I'espace.

m Coordonnéesd'un point

Soit P un point de I'espace. On dit que le point P ales coordonnées (X, y, 2) par rapport au repére(

X
seulement si le vecteur OPaIescomposant%[y] par rapportalabase(i, i k).
z

i, E)s‘et
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3
1 3 — 1
P (3, —; —] car oP=1|3
2 3
7
Plus généralement,
P(x; vy; z) danslerepére(o, F jﬁ, IZ) = @:xr+yf vz k

X est appel é abscisse du point P;

y est appelé ordonnée du point P;

z est appel é cote du point P;

(%, Y, 2) sont lescoordonnéesde P.

m Vecteur défini par un représentant

Deux points éant donnés par leurs coordonnées,

A (X1; Y1i Z1), B (Xx2; Yy2; Z2)

guelles sont les composantes du vecteur AB ?

X2 X1 X2 = X1
ATB:E+EB:EB+KO):63)—€A: Yo | - |Y1| =1|Y2-Y1
Z7 Z; Z2 -1

X2 = X1

AB= |y2-y:

Zp -7
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Par exemple, pour A(1, g 1), B3, % 3),ona

™M Al M

gu'on peut interpréter géométriguement comme suit:
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